Differentialregning


Løses vha 1. talfølge

                2. omskrivning

                3. geometrisk
Differentialkvotient
f'(x) = f mærke

         afledet funktion

         differentialkvotient

         tangenthældning (grafhældning)

         væksthastighed

Den gennemsnitlige funktionstilvækst i en funktion er konstant i ethvert interval:

  ( f/ ( x = a

Ikke-lineære funktioners tilvækst er ikke kontant, men ret en linie mellem to tætliggende 

  punkter er tilvæksten kontant - sådan en linie kaldes en sekant, og der gældes også

  ( f/( x = a

For sekanter gælder følgende:

Hvis gennemsnittet beregnes for mindre og mindre intervaller, findes en grænseværdi/

  sekantens hældningstal a

Hvis differentialkvotienten i et punkt er et positivt tal, er grafen for f stigende

  f vokser i intervalet omkring punktet

Hvis differentialkvotienten i et punkt er et negativt tal, er grafen for f faldende

  f aftager i intervalet omkring punktet

  -  giver et øjebliksbillede

Eksempel på brug af talfølge: (pkt A)

f (x) = x2
   den gennemsnitlige funktionstilvækst nærmer sig 2, når x går mod 1

   også når man nærmer sig 1 fra negativsiden (skrives: 1-)

dvs grænseværdien 2 kan bruges som mål for stigningstallet i x = 1 

I stedet for talfølger kan grænseværdien tit bestemmes af en brøk, hvor nævneren 

  går mod 0 ved en passende omskrivning:


Samme eksempel: (pkt A)

( f   =  f(x) - f  =  x2 - 12 =  (x - 1) 2  =  (x + 1) (x - 1)   

( x       x - 1         x - 1        x - 1              x - 1

= x + 1 ( 2 når x ( 1

Stigningstal i x0 = differentialkvotient i x0
Tjek: geometrisk
Sætning:

Differentialkvotienten af f(x) = x2 = 2x

Bevis: (meget vigtigt)

Praktisk omskrivning af den gennemsnitlige funktionstilvækst ( f/( x:

  x sættes til at være x0 + h:

  ( f  =  f(x) - f(x0)  = f(x0 + h) - f(x0)  =  f(x0 + h) - f(x0)
  ( x        x - x0           x0 +h - x0                    h

f er differentiabel i x0, hvis f(x0 + h) - f(x0) har en grænseværdi, når x ( 0 

                                                 h
fx f(x) = x2:

  ( f  =  f(x) - f(x0)  = x2 - (x0)2  =  (x2 - x0)2  =  (x + x0) (x - x0)
  ( x        x - x0           x - x0           x - x0             x - x0
= x + x0 ( 2x0, når x ( x0 (da x "bliver" til x0)

Dvs f(x) = x2 er differentiabel i ethvert x med differentialkvotienten f'(x) = 2x

Definition:

1. Funktionen f kaldes differentiabel i x0, hvis det er muligt at finde en grænseværdi for 

  differenskvotienten ( f (=y)/ ( x, når x går mod x0
  Grænseværdien kaldes differentialkvotienteni x0 og betegnes f'(x0)

  Differenskvotienten angiver hældning for sekanten gennem punkterne (x0, f(x0)) og (x,f(X))

  Differentialkvotienten angiver tangentens hældning i punktet (x0, f(x0))

f skal være definere i omkring x0 fra begge sider

  dvs linien må ikke være lodret eller springende

Sætning (pkt b):

Lineære funktioner f(x) = ax + b har a som f'(x)

Bevis: (vigtigt)
( f  =  (ax + b) - (ax0 + b)  =  ax - ax0  =  a(x - x0)  =  a

( x            x - x0                      x - x0           x - x0                  

Af dette følger, at k' = 0, fordi a = 0 (det er en vandret linie)

og, at x' = 1, da a =1

Sætning: (pkt B)

Differentialkvotient f'(x) af kvadratrodsfunktionen er 1/(2 * sqrt (x))

x > 0 (da sqrt (negativ) er umulig)

bevis (god at have for en god karakter):
1. Sekanthældning: ( f  =  sqrt (x) - sqrt(x0)
                                ( x             x - x0
   NB: sqrt (x) * sqrt (x) = 0

2. (Særlig) omskriving af:  sqrt (x) - sqrt(x0) 

                                             x - x0
  forlænges med sqrt (x) + sqrt(x0) for at ende med kun have xer i nævner

  = (sqrt (x) - sqrt(x0)) * (sqrt (x) + sqrt(x0)) 

                 (x - x0) * (sqrt (x) + sqrt(x0))     

                     x =                            går ud, da det giver 0 =                               x0 =

   = (sqrt (x) * sqrt(x))   +   (sqrt (x) * sqrt(x0)) - (sqrt (x) * sqrt(x0))  -  (sqrt (x0) * sqrt(x0)) 
                                           (x - x0) * (sqrt (x) + sqrt(x0))  

   = 

1 (x - x0)                jvf der er altid et stumt 1 foran

          (x - x0) * (sqrt (x) + sqrt(x0))

  =                            1    

    (sqrt (x) + sqrt(x0))
3. Lad x ( x0
                           1      (                      1         =                 1          
   (sqrt (x) + sqrt(x0))        (sqrt (x) + sqrt(x0))       2 * sqrt (x0)

   når x ( x\0

Eksempel:

f'(4) =                1
              2 * sqrt (4) = 1/4

1/x har den afledede funktion f'(x) = -1/x2
2. En funktion, der er differentiabel i ethvert tal i Dm, siges at være en differentiabel funktion
3. Den funktion f', der til ethvert x i Dm(f) knytter differentialkvotienten f'(x) kaldes den

   afledede funktion af f eller blot differentialkvotienten af f

4. Hvis funktionen f er differentiabel i xo, har tangenten til grafen i punktet (xo, f(xo))

  ligningen y = f(xo) + f'(xo) (x - xo)

Sætning:

5. Hvis f er differentiabel i xo, er f også kontinuert i xo
  At den er kontinuert betyder, at

  f(x) ( f(xo), når x ( xo eller

  f(x) - f(xo) ( 0, når x ( xo 

6. Hvis f er differentiabel i xo, er graf glat i xo
Bevis: (vigtigt)
Anrag, at f er differentiabel i xo
Omskrivelse:

  f(x) - f(xo) = f(x) - f(xo)     (x - xo) 

                       x - xo        *

  ( f'(x) * 0 = 0, når x ( xo
Når en funktion er differentiabel i et interval, har den en stigningstal i ethvert punkt

  dvs grafen er glat (uden spidser) også med lodrette asymptoter

  illustreret med en ikke-differentiabel funktion f(x) = x, når x ( 0

                                                                                - x, når x < 0

f(x) - f(0)  =  x - 0   = x  = 1 ( 1 når x ( 0+

  x - 0           x           x

f(x) - f(0)  =  -x - 0   = -x  = -1 ( -1 når x ( 0-

  x - 0               x          x

Har ikke samme grænseværdi fra højre og venstre ( ikke differentiabel, selv om kontinuert

Ikke differentiable funktioner: gaffelforskrift, spring (dvs to funktioner), grafhul

Sætning:

Hvis der er differentialkvotient i hvert punkt, så er der også en grænseværdi (= f(xo) 

  i hvert punkt i Dm ( glat = sammenhængende)
Bevis:

For at en differentiabel funktion altid er kontinuert men ikke omvendt

  Tag en differentiabel funtion (med glat graf)

  Matematisk: lim   f(x) - f(xo)  = f'(xo) i alle x

                   x(xo     x - xo      = et tal

dvs. tangenthældning findes i alle x

Omskrivning:  f(x) - f(xo)  ( f'(xo), når x ( xo

                       x - xo

(x - xo) ganges på begge sider af (
f(x) - f(xo) ( f'(xo) * (x - xo), når x ( xo (
                               ( 0 (( f'(xo) * 0)

f(x) - f(xo) ( 0 (
f(x) = f(xo), når x ( xo (dvs samme grænseværdi)
( f er kontinuert

Tavle:

A. Finde differentiabelkvotienten vha tretrinsreglen:

  1. udregne sekanthældning vha regneudskrift: Funktionstilvæksten f = f(x) - f(xo)

  2. udregne differenskvotienten ( f/( x

     Omskrivning for at undgå 0 i nævner, når x "bliver" til xo
  3. Finde tangenthældning ved atlade x gå mod xo for at finde grænseværdien for 

    differenskvotienten 

Denne grænseværdien er differentialkvotienten for f i xo
B. Finde den afledede funktion for simple funktioner: k, ax + b, ax2, 

  sqrt (x), hvor x > 0 og 1/x, hvor x ≠ 0

C. Finde ligningen for tangenten til en funktion f i punktet P(xo, yo)

   hvis f er differentiabel i xo
D. Finde ligningen for en tangent til grafen for en differentiabel funktion, når tangentens 

  hældning a = f'(xo) er givet

Røringspunktets x-koordinat xo bestemmes ud fra denne ligning og y-koordinat yo ud

  fra f(xo) = yo,

Hvorefter tangentligningen kan opskrives
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