Anvendelse af differentialregning


Funktionsundersøgelse

Dm

Rødder

Fortegn

Lokale ekstrema og vendetangenter

Monotoniforhold

Asymptoter
Vm
1. Hvis f er differentiabel i intervallet I, gælder, at

   hvis f'(x) > 0 for alle x i I, vokser f i I

   hvis f'(x) < 0 for alle x i I, aftager f i I

   hvis f'(x) = 0 for alle x i I, er f konstant i I

NB: I er lukket eller halvåbent interval, intervalendepunkt har ingen differentialkvotient

NB: nogle gange er f'(x) = 0 en vandret vendetangent

Bevises ikke, ses bare intuitivt

2. Funktionen f har lokalt maksimum i xo, hvis der findes et interval I omkring xo, så

  f(xo) lig med eller større end f(x) for alle x i I 

f har lokalt minimum i xo, hvis der findes et interval I omkring xo, så

  f(xo) = eller mindre end f(x) for alle x i I

xo kaldes lokalt ekstremumssted, og f(xo) er lokalt ekstremum.

Sætning:

3. Hvis f er differentiabel i xo, og f har lokalt ekstremum i xo, så er f'(xo) = 0

Bevis: (vigtigt essens)
Antag, f er differentiabel i xo, og f har lokalt maksimum i xo:

Sekanthældning bruges:

  Først ses på et maksimum:

  Når x > xo, ( f  = f(x) - f(xo)  = eller < 0, da tælleren er negativ eller 0

                    ( x      x - xo                      og nævneren er negativ

Grænseværdien kan derfor ikke være negativ -/- = + og 0/- = 0, 

  så f'(x) = eller > 0

  Når x < xo, er ( f  = f(x) - f(xo)  = eller > 0, da tælleren er negativ eller 0

                         ( x      x - xo                      og nævneren er positiv

Grænseværdien kan derfor ikke være positiv -/+ = - og 0/+ = 0, 

  så f'(x) = eller < 0

Da f'(xo) skal være ( 0 OG ( med 0 ( f'(xo) = 0

Så på et minimum: beviset foreløber på samme måde

Det omvendte gælder ikke: f'(xo) = 0 er ikke altid en ekstremum, men kan være

  1 vandret stykke graf

  1 vandret vendetangen

4. Hvis f er differentiabel i xo, f'(xo) = 0, gælder der,

  hvis fortegnsvariationen for f' omkring xo er + 0 - ( f har lokalt maximum i xo

  hvis fortegnsvariationen for f' omkring xo er - 0 + ( f har lokalt minimum i xo

  hvis fortegnsvariationen for f' omkring xo er + 0 + eller - 0 - ( f har vendetangent i xo

Eksempel på funktionsundersøgelse:

f(x) = 2x  + 5 
          x2 - 4

Undersøg:

1. Dm

  x2 – 4 må ikke være 0, da division med 0 ikke tilladt

  x2 – 4 = 0 ( x2 = 4, dvs 2 eller -2

Dm(f) = R\{-2;2}

2. Nulpunkter

   dvs når tælleren giver 0 (brøken giver 0 så)

   2x +5 (  x = -5 ( x = -5
                                        2

3. Fortegn

  kan kun skifte ved f’(x) = 0 eller når f ikke er defineret

  tallinie: tal

  f’(x) = fortegn

  f (x) = pile

4. Lokale ekstrema og vendetangenter
  dvs løs f’(x) = 0

  f’(x) findes ved differentiering:

  f’(x) = (x2 – 4) * (2x +5 * 2x) = -2x2 – 10x – 8 

                      (x2 – 4) 2                     (x2 – 4) 2
2x2 – 10x – 8 = 0
L = {- 4; -1} jvf -b( sqrt (d)
                             2a
fx f’(3) = -26 + 30 = 4 – se grafregner
x                 -4            -2          -1                2            …                        
f’(x)       -      0     +     i.d    +     0     -        i.d 

f(x)        (            (             (            (                  (              

              lok. min                 lok. max
  Konklusion:

5. Monitoniforhold:

f er aftagende i ]-(;4] og i [-1, ([
f er voksende i [4;-2[ og i ]-2;-1] 
6. Asymptoter
-2 og 2 er rødder i nævner, men ikke i tæller

derfor lodrette asymptoter i x = -2 og x = 2

Nævners grad ( tællers, 

Derfor vandret identisk med x-aksen
Dvs f’(x) ( 0, når x ( ( (
7. Vm =  ]- (; -1] U [-0,25; ([

                             y = -0,25, når x = -4

Differentialkvotient af trigonometriske funktioner

Geometrisk hjælpesætning:

Når længden af en cirkelbue ( 0, vil forholdet mellem korden k og buen b ( 1

k/b ( 1, når b( 0

Sætning:

For alle x tilhørende R er sin differentiabel, og sin'(x) = cos (x)

Bevis:
Retningspunkterne A sættes for xo og B for xo + h ( passende trekanter tegnes

Vis: brøken sin (xo + h) - sin (xo) har en grænseværdi, når h ( 0

                                    h

(BC( = (xo + h) - sin (xo) og bestemmes derfor

  Trekant OAB er ligebenet, da (OA( = (OB( = 1

  Buen AB er længden (xo + h) - xo = h ( radiantal for vinkel O = h
Heraf følger, at i trekant OAB er

   vinkel A = vinkel B = ½ (( - h) = ½ - h/2 

   jvf vinkelsum = (, og h trækkes fra, division med 2, fordi der er 2 resterende vinkler

Retvinklet trekant BDO (D ligger på x-aksen lodret under B):

   vinkel D = (/2 (= 90o)

   vinkel O = xo + h

Heraf følger, at

  vinkel v (del af vinkel B) = (/2 - (xo + h) jvf ( - ((/2) (= 180 o - 90 o)

Vinkel u i trekant ABC (hvor korden er c) kan nu findes:

  vinkel u =((/2 - h/2) - ((/2 - (xo + h)) (
                  (/2 - h/2 - (/2 + xo + h      = xo + h/2 

Da trekant ABC er retvinklet, er cos (u) = (BC(
                                                                  (AB(         

( (BC( = (AB(* cos (u) = (AB( * cos (xo + h/2)
Nu omskrives sin (xo + h) - sin (xo) (
                                    h
                      = (BC(
                            h     

                      = (AB( * cos (xo + h/2)
                                         h

                      = (AB( * cos (xo + h/2)  

                            h

cos er kontinuert: cos (xo + h/2) ( cos (xo), når h ( 0
(AB( er forholdet ml korden og buen, og det (1, når h ( 0

   h

Derfor:

sin (xo + h) - sin (xo)   = (AB( * cos (xo + h/2)
             h                           h

                                    ( 1 * cos (xo)
                                    = cos (xo), når h ( 0

Lignende beregninger gennemføres, hvis intervallet ikke er ]0;(/2[

Sætning: 

(tan x)’ = (1 + tan x)2
Bevis:

(tan x)’ = ( sin x ) ’            f(x) = sin x    dvs.   f’(x) = cos x

               ( cos x )            g(x) = cos x   dvs.   g’(x) = - sin x

(tan x)’ = (sin x)’ * cos x – sin x * (cos x)’
                                (cos x)2
             = cos x * cos x – sin x * - sin x
                                (cos x)2
             = cos x * cos x + sin x * sin x
                                (cos x)2
             = cos x * cos x + sin x * sin x
                    (cos x)2              (cos x)2
             = (cos x)2  + (sin x)2
                (cos x)2      (cos x)2
              = 1 + (tan x) 2         jvf tan x = (sin x)2
                                                            (cos x)2
Optimering:

Optimering handler at finde f'(x) = 0 og lokal maksimum eller minimum

Når et optimeringsproblem løses, anvendes en matematisk model af virkeligheden

  Den afvigelse, der er mellem modellens resultater og delen af virkeligheden,

  som modellen beskriver, kaldes støj 

Eksempel (opg 1010)

Et spejl er sammensat af en halvcirkel med radius x og et rektangel, hvor den ene side

  = 2x (jvf radius = x), og den ortogonale side har længden t 

  Spejlets samlede omkreds = 1 meter

  f = areal af spejl

  f(x) = 

Tavle:

A. Foretage en funktionsanalyse af en given funktion f og derved:

a) fastlægge Dm(f), der består af alle reelle tal bortset fra nulpunkter for en evt nævner

  eller de tal, hvor udtrykket under en evt kvadratrod i regneforskrift bliver negativ og lign.

b) finde rødder og fortegn
  løs ligningen f(x) = 0 manuelt el. via grafregner og find rødder (skæringspunkter med x-akse)

  lav fortegnslinie  med rødder og ikke defineret xværdier

c) finde ekstrema og vendetangenter for f vha f''(x) = 0

  lav fortegnslinie med f'(x)s rødder og ikke-definerede punkter

  find fortegn vha grafregner eller tabel

d) Opskrive funktionens monotoniforhold ud fra fortegnslinien for f':

  f er voksende i intervaller, hvor f'(x) > 0

  f er aftagende i intervaller, hvor f'(x) < 0

  f er kontant intervaller, hvor f*(x) = 0

e) finde evt asymptoter
f) tegne grafen på grafregneren og overføre en vellignede skitse til papir

g) finde Vm(f) ved at finde funktionsværdier i de lokale ekstremumssteder

   (kan nøjes med at finde størsteværdien S og mindsteværdien s, da Vm = [s;S]

   hvis Dm(f) er et interval: finde funktionsværdierne i endepunkterne af dette interval

     og derefter betragte grafens udstrækning på y-aksen

A. Løse optimeringsproblemer ved at opstille en matematisk model i form af en funktion

  og finde ekstrema for denne vha denne afledede funktion

Asymptoter

Lodret: rod i nævner, men ikke i tæller (gerne flere fx tan)

Vandret: Nævners grad ( tællers grad

Skrå: Tællers grad præcis 1 ( nævners grad
Grafhul: Rod både i nævner og tæller (gerne flere), kan forkortes i faktorisering

Tangent 

Sætning:

Tangentligningen er y = f'(xo) + f'(xo) * (x - xo)

Bevis: (vigtigt)
Funktion f er differentiabel i xo. 

Grafens tangent i Po = 

   Ret linie gennem punktet Po (x0; f(xo)) med hældningskoefficient f'(xo)

   siden det er en ret linie, har tangenten ligning y = ax + b

hvor a = f'(xo) ved to punkter (x;y) og (xo; f(xo)) på linien

       a = y - f(xo) = f'(xo) <=>

              x - xo

             y - f(xo) = f'(xo) * (x - xo) <=>

y = f'(xo) + f'(xo) * (x - xo)

Tangent a = funktionens stigningstal i xo <=> tangent tæt ved graf nær xo

   b fås ved at indsætte P0 i forskriften

Eksempel: 
f(x) = 1/x

f’(x) =   1      
           x2
Tangentens ligning formel 35: y = f(xo) + f’(xo) (x - xo)

Tangent i P(4; ¼): y = ¼ + f’(4) (x - 4)

f’(4) = -1/42 = -1/16 (= -0,06) 
Tangent i P(4; ¼): y = ¼ - 1/16 (x - 4)

                           = y = ¼ - 1/16x + 4/16   NB: 4/16 =1/4 
                           = y =  -1/16x + ½           jvf ¼ + ¼ = 2/4 = ½
Kan løses vha grafregneren

Anvendelser:
Det approksimerende førstegradspolynomium og Approksimerende 1.gradpolynomium
Approksimerende 1.gradpolynomium: funktion p, hvis graf = tangentens ligning

   approksimere = tilnærme

   ergo er det det 1.gradspolynomium, der bedst tilnærmer grafen nær xo

   forskrift: p(x) = f(xo) + f'(xo) * (x - xo)

kan bruges til beregning til tilnærmelsesværdier til funktionsværdier nær xo

   - godt ved komplicerede funktioner

Eksempel

Newton-Raphsons algoritme (måde):

brug: bestemme nulpunkter

Tegn graf for f og skøn ca nulpunkt

Et punkt x\1 vælges nær nulpunkt og tangentligningen bestemmes

   tangenten skærer x-aksen punkt x\2 langt fra funktionens rod

   -  en ny x bestemmes, hvor x\2 rammer x-aksen osv.

  ved beregning af en ny x sættes tangentligningen = 0

  y = f(x1) + f'(x1) * (x - x1) = 0

<=> f(x1) + f'(x1) * x - f'(x1) * x1 = 0

<=> f(x1) + f'(x1) * x = f'(x1) * x1
<=> f'(x1) * x = f'(x1) * x1 - f(x1)

<=> x = x1 - f(x1)
                   f'(x1)

   altså x2, og x3 = x2 - f(x2)
                                   f'(x1)            osv

   -  en talfølge af x'er fås, tallinien nærmer sig til roden

Der er to andre tilfælde, hvor f'(x) = 0 

   -  vandret stykke graf

   -  punkt, der er vandret vendetangent
Tavle:

A. Anvende det approsimerende førstegradspolynomium til at bestemme tilnærmede 

  funktionsværdier
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