Trigonometri

Den retvinklede trekant:

C-niveau:

I en standardtrekant, en retvinklet trekant, hvor hypotenusen er 1, er a = sin (A) og b = cos (A)

  og c2 = a2 + b2
  hvis c2 = a2 + b2 i en trekant, er den retvinklet – og omvendt
Enhver retvinklet trekant er forstørrelse/mindskelse af standard med c som forstørrelsesfaktor
  hvis c = 1, er de trekanten kongruent med standardtrekanten 

  (siderne og vinklerne er parvis lige store)

Sinusrelation:
Sætning:

1. I en villkårlig trekant ABC gælder sinusrelationen: 

  sin (A) = sin (B) = sin (C) jvf formel nr. 29
      a            b             c                              (gælder også i en retvinklet trekant, men sin (90o) = 1)

Bevis: (meget vigtigt)

Vinkelsummen i en trekanten ( 0 eller 1 stump vinkel,  2 eller 3 spidse vinkler

Trekant ABC, hvor A og C er spidse

  For en højde til en stump vinkel ( højden ligger inde i trekanten:

  (BD( = højden fra b 

  (BD( = deler trekanten i to retvinklede trekanter ABD og BCD

Trekant ABD:

  hypotenuse = c fra den store trekant ( kateten BD  = c * sin (A)

Trekant BCD:

  hypotenuse = a fra den store trekant ( kateten BD = a * sin (C)

Ergo abs (BD) = c * sin (A) = a * sin (C)

  c * sin (A) = a * sin (C) ( divsion med a og c

  c * sin (A) = a * sin (C) ( reduktion

     c * a             c * a
  sin (A) = sin (C) 

      a            c

   For en højde til en spids vinkel (højden ligger uden for trekanten
  højden AD fra A falder uden for trekanten

  ergo skabes en trekant uden for trekanten trekant ABD

Trekant ACD:
  hypotenuse = b fra den store trekant ( kateten AD = b * sin (C)

Trekant ABD (uden for den trekant ABC):

  hypotenuse = c fra den store trekant ( kateten AD = c * sin (B)

  obs! må sætte det stykke af B = B, da sin (x) = sin (180-x)

  jvf enhedscirklen og formel nr. 76, og B er jo "x" eller v, og stykket er så 180 - v 
ergo (AD( = b * sin (C) = c * sin (B) (
  b * sin (C) = c * sin (B)                    ( division med b * c

  b * sin (C) = c * sin (B)                    ( reduktion
     b * c               b * c   
  sin (C) = sin (B) 

      c             b
Eksempel:

Trekant ABC: 

  Vinkel A: 51,07o ; side a: 12445 ; side b: 14514
  sin B =  sin A  dvs  sin B   =  sin (51,07o)
     b           a            14514         12445
  sin B =  sin (51,07o)  *  14514 = 65,13 o eller 180 o - 65,13 o = 114, 87 jvf enhedscirkel
                   12445      
Sætning:

3. I en vilkårlig trekant ABC er arealet T bestemt ved

   T = ½ * ab * sin (C) = ½ * ac * sin (B) = ½ * bc * sin (A)
Bevis:

C-niveau:

Arealet T af en trekant kan findes ved:

  T = ½ * h * g

  hvor  h = højde

  hvor g = tilhørende grundlinie

B-niveau: (vigtigt!)
  Nyt: højden kan være ukendt, bare to sider og en vinkel imellem dem kendes, 

  kan arealet beregnes

Brug af sinusbeviset

  Trekant ABC, hvor A og C er spidse vinkler

  abs (BD) = højden fra b, ligger inde i trekanten

 Arealet T bliver altså: ½ * højden BD * grundlinie AC = ½ * h\b * b

  fra sinusbeviset vides, at abs (BD) = c * sin (A) eller a * sin (C)

 Ved indsættelse fås:

   T = ½ * b (fra før) * c * sin (A)  eller

   T = ½ * b * a * sin (C)

 abs (AB) = højden fra A, ligger uden for trekanten

 Ved indsættelse fås:

   T = ½ * a * c * sin (B) eller

   T = ½ * a * b * sin (C)

Eksempel:

Trekant ABC

  Vinkel A = 24o; b = 13; c = 32

  Areal: ½ bc * sin A dvs

  ½ * 13 * 32 * sin (24o) = 84,6012

Cosinusrelation:
2. I en vikårlig trekant ABC gælder cosinusrelationerne
  a2 = b2 + c2 - 2bc * cos (A)

  b2 = a2 + c2 - 2ac * cos (B)

  c2 = a2 + b2 - 2ab * cos (C)

Gælder også for en retvinklet trekant, men cos (90 grader) = 0 ( hele sidste led = 0

Bevis: (meget vigtigt)
Det er en udvidelse af Pythagoras

  Derfor deles en trekant ABC (A og C er spidse) op i to retvinklede trekanter 

  ABD og BCD af højden fra b (inde i trekanten)

  højdenb = AD = h (inden i trekanten)
  hele b er delt op i x og b - x

Trekant ABD, hvor hypotenusen = c 

  = retvinklet ( c2 = x2 + h2
x og h skal udtrykkes vha den store trekant ABCs vinkler og sider

Trekant BCD, hvor hypotenusen = a

   katete h = (BD( = a * sin (C)

   katete b - x = a * cos (C)

   den sidste ligning kan omskrives til

   - x = - b + a * cos (C) ( * -1 (for at ændre fortegn)

   x = b - a * cos (C)

De nyfundne omskrivninger for x og h indsættes i c2 = x2 + h2:
  c2  =   (b - a * cos C) 2                                                      +                (a * sin C)2
                   = x                                                                                                                    = h                      =

  c2  = (b - a * cos C) (b - a * cos C)                                      +   (a * sin C) (a * sin C)

            hvor a * cos C = et led                                                                                                 =

  c2 = b2 - (b * a * cos C) - (b * a * cos C) + a2 * (cos C) 2   +   a2 * (sin C) 2
    forestil b = x og (a * cos C) = et tal                                                                                          =

  c2 = b2 - 2(ab * cos C) + (cos C) 2 * a2                            +   a2 * (sin C) 2
                                                 a2 * parents + a2 * parents = a2 * parents                                    =                 

  c2 = b2 - 2ab * cos C + a2 * ((cos C) 2 + (sin C) 2
                                    jvf en trekant i enhedscirklen er (cos C) 2 + (sin C) 2 = 1 (radius)                    =

  c2 = b2 - 2ab * cos C + a2 * 1                                                                                          =

  c2 = a2 + b2 - 2ab * cos (C)

Ved at bytte vinkel C ud med enten vinkel A eller vinkel B fås formlerne:

  a2 = b2 + c2 - 2bc * cos (A)

  b2 = a2 + c2 - 2ac * cos (B)

  Højden h fra en spids vinkel B (uden for trekanten)
ergo skabes en trekant uden for trekanten trekant BCD, og sammen med denne og den

  oprindelige skabes en større, trekant ACD

Trekant ACD = trekant ABC + trekant BCD

   hvor siden AD = (AB( + (BD( 

                               c       +     x

   Trekant ACD = retvinklet <=> b2 = (c +x) 2 + h2
                                                      (AD( + (CD(
x og h skal udtrykkes vha den store trekant ABCs vinkler og sider:

Trekant BCD (uden for den oprindelige trekant):

   h = a * sin (180o - B) = a * sin B (det sidste fås vha enhedscirklen og formel nr. 76

   x = a * cos (180o - B) = a * - cos (B) = - (a * cos B)  jvf formel 75 cos (-x) = cos (x) 

                                                                                       og enhedscirklen

Ergo er c + x = c - a * cos B

             jvf - + + = - og x = - (a * cos B)

Indsættelse:

  b2 = (c + x) 2 + h2 = (c - a* cos B) 2 + (a * sin B) 2
       = c2 + a2 - 2ac * cos B (* ((cos B) 2 + (sin B) 2 ) =1)

Ergo gælder formel også når vinkel B er stump.
Eksempel:

Trekant ABC:

   side a: 6,43 ; side b: 3,1 ; side c: 4,4
   Formel nr 28: c2 = a2 + b2 - 2ab * cos (C)   ( vinkel c: cos-1 ( a2 + b2 - c2    
                                                                                                       2ab       )
   dvs vinkel  c: cos-1 ( 6,432 + 3,12 – 4,42    
                                    2 * 6,43 * 3,1        )             = 37,58o
Tjek facit vha sinusrelationen
Apropos sinus og cosinus:

  cos (x) = k giver kun én løsning mellem 0 og 180o, mens sin (x) = k giver 2 løsninger 

  jvf enhedscirklen og formel nr 75 samt 76

   -  hvis sin bruges, udregnes der altid 2 løsninger og bevis for, at den ene evt.kun kan bruges

Tavle:

A. Brug af sinus- og cosinusrelationerne
  -  Hvis tre af stykkerne (siderne eller vinkler) i en trekant er kendte, hveraf mindst én af siderne 

  for at kende størrelsesforholdene, kan de andre findes vha sinus-, cosinusrelationerne og

  vinkelsummen i en trekant = 180o
B. Finde arealet af en vilkårlig trekant
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