Trigonometriske funktioner

Definition:

1. En enhedscirkel er en cirkel med radius 1 og centrum i (0 ; 0)

2. En vinkel vs radiantal x er længden af den bue på enhedscirklem, som v spænder over

  - der gælder, at x = (/180 * v

Omregning mellem radian- og gradtal: (pkt A)

  En vinkel på 1 grad afskærer 1/360 af hele cirkelperiferien (buen)

  En virkel  på v grader afskærer v/360

Radiantal bestemmes ved måling af cirkelperiferien med radius som målenhed

  - vinkel på 1 grads radiantal er 1/360 * 2(  = ( /180 

  - ergo

Radiantal = gradtal *  (
                                180  jvf 2(  radian = 360o
Gradtal = radiantal *180
                                  ( 

Definition:

3. Retningspunktet Px for et positivt tal x findes ved at bevæge sig længden x på enhedscirklen 

  mod uret (positiv omløbsretning) ud fra punktet E (1 ; 0)

  hvis x < 0 ; foregår bevægelsen mod uret

Sætning:

Px = Px + p * 2pi
  - hvor p = et helt tal

Bevis:

Enhedcirklens omkreds er 2(  jvf. O = 2(  * r (her 1)

Sinus og cosinus:

C-niveaus definition af disse til en spids vinkel:

  cos (v grader) er længden af den hosliggende katete

  sin (v grader) er længden af den modstående katete

i en standardtrekant (retvinklet med hypotenuselængden 1)

  Definition på cosinus og sinus kan opfattes som en forskrift for funktioner, da der til x = ethvert reelt tal x 

  knyttes y = et tal cos (x)

  - Dm = R

  - Vm = (-1,1)

Definition:
4. For et reelt tal x er cos (x) = førstekoordinaten (x) til retningspunktet Px 
  og sin (x) =  med andenkoordinaten til Px
Sætning:

5. For alle reelle tal x er jvf formel nr 75 + 76

  cos (-x) = cos (x), og sin (-x) = - sin (x) samt

  cos (pi - x) = - cos (x), og sin (pi - x) = sin (x)

Bevis:

Retningspunkterne for et tal x og tallet - x ligger symmetrisk omkring x-aksen

  <=> Px og P-x  har samme x-værdi og "samme" y-værdi (dog med forskelligt fortegn)

Retningspunkterne for x og (( - x) ligger symmetrisk omkring y-aksen

  <=>Px og P( - x har samme y-værdi og "samme" x-værdi (dog med forskelligt fortegn)

Sætning:

Idiotformlen:

6. Grundrelationen (cos (x))2 + (sin (x)) 2 = 1, x tihører R og ligger mellem 0 og ( /2 (0 og 90o)

Bevis:

Sæt trekant OPxA i enhedscirkel

  hvor O er skæringspunktet 

  hvor Px er et punkt på periferien i 2. kvadrant

  hvor vinkel A er ret med x-aksen som den ene ben

  (OPx( = 1

  (APx( = sin (x)

  (OA( = - cos (x)

Pythagoras' sætning:

  (OA( 2 + (APx( 2 = 1 (
  (- cos (x)) 2 + (sin (x)) 2 = 1 ( jvf formel nr 75 og enhedscirkel
  (cos (x)) 2 + (sin (x)) 2 = 1

Gælder også, når Px ligger i en af de andre kvadranter

Grafer:

Da Px + 2( = Px, gældes:

  cos (x + 2() = cos (x) (
  hvis forskydning af grafen for cos med 2( i x-aksens retning (henad), går den over i sig selv

Ergo er cos en periodisk funktion, og perioden er 2(
Det samme gælder for sin (x)

Forskydning og andre ændringer af sin (x) og cos (x):
a * sin (b(x-c)) + d

7. Funktionerne f(x) = a * sin (bx) og g(x) = a * cos (bx) har amplituden (bølgehøjden) (a(
    perioden (bølgelængden): (2 * ()/b

Definition:

Amplituden er det maksimale udsving fra midten = (ymax - ymin(
                                                                                           2  

  = spejling i x-aksen, hvis ikke forskydt
Hvis a > 0, bliver grafen spejlvendt
Definiton:

Funktionens periode er den tid, der går mellem 2 svingninger (fx bølgetop til bølgetop)

b bestemmer perioden, hvis b > 1 = hurtigere graf, hvis b < 1 = langsommere graf
Sætning:

sin (bx) har perioden 2(/b

  Det gælder også for cos (bx)

  b ændrer altså hastighed

b = 2(/periodelængde

Bevis:

sin (x) foretager 1 svingning mellem 0 og 2pi, så er perioden er 2(
sin (2x) foretager 2 svingninger mellem 0 og 2 pi, så perioden er 2(/2 = (
sin (3x) foretager 3 svingninger mellem 0 og 2 pi, så perioden er 2(/3

c = opfører sig som s, forskyder i x-aksens retning

  x - c = henad (mod højre)

  x + c = tilbage (mod venstre), da - + - = +

d = opfører sig som t, forskyder i y-aksens retning

  + d = opad

   - d = nedad

Eksempel:
5 cos (3x) + 7

a = 5, dvs amplitude på 5

b = 2(/3 = 2/3 ( dvs 3 perioder på en normal periode

c = er ikke med, fordi grafen er ikke forskudt i ( 
d = 7, dvs graften er forskudt med 7 (
Tangens (berøring):

C-niveauets definition af tan til en spids vinkel v:

  tan (v) = sin (v)/cos (v)

Udvidet definition:

Brøken for sin (v)/cos (v) kan udregnes for ethvert x

  hvor cos (x) ≠ 0 jvf division med 0 ikke er tilladt

  ergo er tan (x) = sin (x)/cos (x)

  hvor x ikke er (/2 + p * (
  -  hvor er p tilhører Z (hele tal)

Sætning:

9. tan (v) angiver anderkoordinaten til det punkt, hvori venstre vinkelben (m) til vinklen v skærer 

  tangenten i E (1; 0) til enhedscirklen, fordi a = tan (x)  for en ret linie med ligning y = ax + b

Bevis:

Tegn en linie m imellem O (0;0) og retningspunkt Px
  ms hældningskoefficient a er jo tangenten til Px
  Px  er et punkt (cos x, sin x)

a = ( y  =  sin (x) – 0  =  sin (x)  =  tan (x)

      ( x     cos (x) – 0      cos (x)

Sætning:

tan (x) = tan (x + ()

Bevis:

Linie O og Px er sammenfaldende med linien gennem O og Px + ( jvf enhedscirklen

De to linier skærer derfor tangenten i samme punkt T

Tangent er derfor en periodisk funktion med perioden (
Den rører aldrig y-aksen, den går mod ( uendeligt

Trigonometriske ligninger og uligheder:

Simple ligninger  fx cos (x) = a, sin (x) = a og tan (x) = a

  løses vha cos-1 osv

Eksempel: (pkt B)

cos (x) = 0,8

  -  på c niveau: standardtrekant, hvor a = 0,8 ( vinkel A = cos-1  (0,8) = ca. 36,87 grader

  -  på b niveau: 0,8 aflæses på x-aksen

  radiantal  x1 = cos-1 (0,8) = 0,6435

  men også jvf. cos (x) = cos (-x) jvf formel nr 75 og enhedscirklen (tegning + evt graf)

                x2 = - 0,6435

  cos er injektiv i intervallet x = fra og med 0 til og med (, så resultatet cos-1 ligger deri

                x3 = ( 0,6435 + p * 2(
                hvor p tilhører Z (hele tal) og p * 2( er antal perioder jvf enhedscirklen

løsning på grafregner: 

  husk radiantal 

  y1 = cos (x)

  y2 = 0,8 

  L = intersect

Eksempel: (pkt C)

cos (x) > 0,8 

L = ] - 0,6435 ; 0,6435[ i intervallet x tilhørende [0 til 2(]
når ikke bestemt interval: se graf (alle bølgetoppene) eller på enhedscirklen

L = ] - 0,6435 + p * 2( ; 0,6435 + p * 2([
Eksempel: (pkt B)

sin (x) = 0,7

  -  på c-niveau: standardtrekant, hvor b = 0,7 <=> vinkel A = sin-1 (0,7) = ca. 44,43 grader 

  -  på b-niveau: 

  x\1 = sin-1 (0,7) = 0,7754 i intervallet fra og med - (/2 til og med (/2, så sin er injektiv deri

  men også sin (x) = sin (( - x) jvf. formel nr. 76 og enhedscirklen (tegning + evt graf)

  x2 = ( - x1 = 2,3662

  x3 =  0,7754 eller 2,3662 + p * 2(, hvor p tilhører Z (hele tal) og p * 2( = antal perioder

Eksempel: (pkt C)

Sin (x) > 0,7 i intervallet fra [0 ; (]
L = ] 0,7754 + p * 2( ; 2,3662 + p * 2([
Eksempel: (pkt B)

0,5 * tan (x) - 4,9 = 13 (
0,5 * tan (x) = (13 + 4,9 =) 17,9 (
tan (x) = (17,9/0,5) = 35,8 (
x = tan-1(35,8) = ca. 1,5429 i intervallet mellem ]-(/2 og (/2[

x2 = 1,5429 + p * (, hvis grundmængde er Dm for tan

Eksempel: (pkt C)

tan (x) > 0,9 ; x ligger mellem -(/2 og (/2 (punkterne ikke med)

jvf enhedscirklen ses, at L = ]0,7328 ; (/2[ ( ] ( + 0,7328; 2/3 ([ 
hvis alle perioder: L = ]0,7328 * p*( ; (/2 + p * ( [
Differentiering:
10. De trigonometriske funktioner er differentiable med de afledede funktioner jvf formel nr. 82:

  f(x) = sin (x) (  f'(x) = cos (x)

  g(x) = cos (x)  ( g'(x) = - sin (x)

  h(x) = tan (x) ( h'(x) = 1/(cos (x))2 = 1 + (tan (x)) 2
Tavle:

A. Omregne mellem radian- og gradtal ud fra, at 2( radian = 360o
Radiantal = gradtal *  (
                                180  
Gradtal = radiantal *180
                                  ( 

B. Løse trigonometriske grundligninger af typen cos (x) = a, sin (x) = a og tan (x) = a,

  hvor a er et tal

  vha enhedscirklen eller ved aflæsning på funktionernes grafer (på grafregneren)

C. Løse på samme måde trigonometriske grunduligheder 

D. Differentiere en vilkårlig trigonometrisk funktion
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